Angles orienteés
Trigonométrie

I. Préliminaires

1. Le radian

> Définition

AB=R

SoitC un cercle de centi@. Dire que I'angle géométriquEO\B a pour mesure 1 radian
signifie que la longueur du petit akB est égal au rayoR du cercle.

De méme, la longueur d’un arc de cercle de rdayehdont I'angle au centre a pour mesure
a radians estrR.

ﬂB:aR

a radians

N\
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» Correspondance entre mesures en degré et en radian

Degré 0 30 45 60 90 180 X
Radian 0 Ul Ul U u Vid a
6 4 3 2

Pour convertir les 2 unités de mesure d’angle,tdisella formulel80a = 77x, soit a :%x

aveca mesure en radian et mesure en degré.

2. Orientations d’'un cercle

Sens direct

Sens indirect

3. Cercle trigonométrique

Un cercle trigopnométrique est de rayon 1 et esindéi positivement dans le sens direct.
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ll. Angles orientés

1. Angle orienté de deux vecteurs unitaires

Soientu et vdeux vecteurs unitaires. Le coupélé T/) de ces 2 vecteurs définit un angle

orienté. On aﬂﬂ” =1let M =1

\

A ce couple de vecteurs, nous pouvons associercuorignté AB .

2. Angle orienté de deux vecteurs non nuls

Soientu, et v, deux vecteurs non nuls. On natele vecteur unitaire colinéaireld et de
méme sens que, et on notev le vecteur unitaire colinéaire\aet de méme sens qug.

L’angle (Ul,Vl)est par définition égal & I’ang(e],@) .

3. Mesure principale en radian d’'un angle orienté

Soientu et vdeux vecteurs unitaires. SoieMtetP les points du cercle trigonométrique de
centreO tels queOM = U et OP=v.

On notea la mesure en radian de I’angl@.

La mesure principale de I'angle orienté des vest(a!fu,ﬁ/) est le réelr appartenant a

lintervalle ]—7T, +7T] tel que|a'| =aet dont le signe est défini de la maniere suivante
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M
Si le sens d& versP Si le sens d& versP Si l'angle MOP est plat
sur le petit araiPest le | | sur le petit ar®IP estle | | alorsa =77
sens direct, alorer =a sens indirect, alors
a=-a

Exemple :

ABC est un triangle équilatéral direct

— A T
AB; AC) =—
(AB; AQ) =
T T
BABO=-=
(BABO =-7
(@C—B):g
A B

Si les vecteurs ne sont pas unitairesLa mesure principale d’'un angle orienté de deux
vecteurs non nuls, et v, est la mesure principale de I'angle orieffuéT/) avec u etV qui

sont les vecteurs unitaires colinéaires respeceverau, et v, et de méme sens que ces
vecteurs.

A 4
v
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4. Mesures principales d’angles sur le cercle trigmmétrique

T
2
21T
3 n
3
o L
4 4
5
6 n
6
7 0
i
57N _r
- 5
37 ’
7 3
_ar
3

En rouge : mesure principale

En vert : la plus petite mesure positive

Remarque importante :

Si 8 est une mesure (en radians) d’'un angle de vec(éu@#, toutes les autres mesures de cet

angle sont de la forme :
@+k.2ir aveck1Z

Parmi toutes ces mesures, une seule appartidntér\ralle]—miﬂ , c’est la mesure principale.
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Explication : 277 représente une rotation compléete sur le cerclan sajoute2/7 a une
mesure d’angle, on retrouve donc la méme mesure.

Exemples :

Donner toutes les mesures des angles dont la mgsnogale estr , puis donner la plus
petite mesure positive :

> a=-2
6

Toutes les mesures de cet angle sont la forre +%ﬂ+ k.2rr aveck 07Z
oI = —Sm+127 _ I

6 6

Sik=2, x, =—%’T+2.2n= _5”2 24 _ 1ZT

: i 7
La plus petite mesure positive de I’angleegt.

> a=-——
4

Toutes les mesures de cet angle sont la forrme +377T+ k.27t aveckOZ

Sik=1, x = 4o7="TT+ET_T
4 4 4
Sik=2, x, :—3_7T+2_27T: —3r+167 _ 137

: o SY/A
La plus petite mesure positive de I'angle efc

5. Propriétés des angles orientés

» Colinéarité et orthogonalité :

0 Si u etv sont colinéaires et de méme sens :
o _— u
(u,v) =0+ k2r aveckOZ v

0 Si u etV sont colinéaires et de sens contraires gy
(G,Q) =1+ k21 aveckOZ E v
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o Si u etv sont orthogonaux U

(G,(/):%u k27 aveck(Z Y,

ou (0,9)2—7—27+ k2 aveckZ -

> Egalité entre deux angles :

Deux angles de vecteu(ﬁﬁ) =fet (G, 7) =@ sont égaux si @ =6+k.2r aveck 0Z

Exemple :(G,Q) = —2?” et (U,V) :%T . Ces deux angles sont-ils égaux ?

10m . 21, -1+ 127
bty S ¥ [ D —
3 3

Les deux angles sont égaux.

> Relation de Chasles :

La relation de Chasles pour les angles de vecseudgfinit ainsi :

(=

Exemple :

, - - = -\ _ 1 - —\_4r
Soient 3 vecteurs, v et w non nuls et tels queu,v) :? et (v, w) :?

Démontrer que les vecteusset w sont orthogonaux.

Solution :

D'aprés la relation de Chasles, on sait g, Vv) = (GV)+(VT/\)
~ ﬂ) T 4 T+ 8'7: 157217

Donc(u,w =—+—=
6 3 6 6 2

- — JT - —
(u,w) :E+ 271 doncu et w sont orthogonaux.
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> Egalités remarquables :
o  Angles égaux : (G,Y/) = (—ﬁ, —ﬁ)
- \7/
-u
/ u
-V

0o  Angles opposés :(G,T/) = —(Y/,IJ)

0 Anglessupplémentaires:(—G,Y/):(ﬁ,§/)+n et (G,—a):(ﬁ,a\/)+n

= v _ . \7/
~_ u,v)_. / .
T u - u

lll. Cosinus et sinus d’un angle orienté

1. Définition @5 important

Remarque préliminaire Nous travaillerons dans une base orthonorméetdi(écf) , C'est-a-

dire que(i,j) =2 (dans une base indirecte, ofig ) = -7)
2 2

Soit un angle de vecteursMtle point du cercle trigopnométrique tel q(@ﬂ W) =0

Par définition, on a :

cosd = abscisse dd
sind = ordonnée di
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Remarquons également qDBl =icosé+ j sid
Remarquons qu’on retrouve les définitions du setudu cosinus dans le triangle rectangle :

Atr H nt o, .
_cote adiacent o - diacel car OM =1.

hypothénuse

sinﬁzmez c6té oppos car OM =1.
hypothénuse

Remarque :

Si 8 est une mesure (en radians) d’un angle de vectéu@}, ona:@=60+k.2mr aveckZ

Donc :

cosx = cosk+ k .Zr aveckOZ
sinx=sin(x+ k.27, aveckZ

2. Formules essentielles @ important

cos X+ Sirf x=

-1<cosx< !
-1<sinx<1
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3. Signes et valeurs particulieres de coset sinx

s
2

0
En rouge : valeurs de
Vs Vs Vs Vs
X 0 — — — — Vs
6 4 3 2
COSX 1 ﬁ Q 1 0 -1
2 2 2
sinx 0 1 Q é 1 0
2 2 2

Tableau de signe :

X /i

COSX
sinx
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I\VV. Calculs trigonométriques

1. Angles associés

COS(X )= CcOX
COS(T— X )=— COX
COS(T+ X )=— COX

T :
co§ — —X | = sinx
{2 j

sin(=x)=—sinx
sin(77— x) = sinx
sin(77+ x)=—sinx

(T
sin| — - x | = cosx
(2 j

Exemples d'utilisation :

Calculons des valeurs patrticuliéres dexessinx a partir de valeurs connues (cf. I11.3.) :

3 { n) T
cos——co T-=|=- cosli=—

o]

( j a7 1
sm——sm - sin~ ==
6 2

COS— = Ccosrt+

;/

2. Formules d’addition

T
cos =-—
6

g
sl cof - )z 4

o[ &
g

IS

)

I
(@)
b%ll

cos@+b)= cosa.cob- sima .sib
cos@—-b)= cosa .cob+ sima .sib

sin(@a+b)= sina.codb+ cosw .si
sin@—b)=sina.co— cox .sift
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Remarque : on peut retrouver toutes les formulesrtr de la 2"*formule (la plus simple) :

cos@—-b)= cosa.cob+ sima .sib
Retrouvons cos@+Db) :
cos@+b)= cosa— tb)F cosm .cos(b+ sia .sip

cos@+b)= cosa .cobt+ sim - sib
cos@+b)= cosa.cob- sima .sib

Retrouvons sin(a+b) :

. B - _ T\
sm(a+b)-co{§ @+b)j COE(Z aj bj

sin@+b)= co{l—;— aj cobh— siEl—zT— aj siitt

sin(@+b)= sina.cod— cos .sift

Retrouvons sin@@->b) :

sin@—b)=sin@+ b))= sina.cost by sin{b ).cos
sin(@—Db)=sina.codh— sirb .cos

Exemples d'utilisation :

Vid . TT
Trouver les valeurs exactes d(—::sl—2 et S|n1—2.

Solution :

; T T .
Essayons de decomposca&:rsl—2 et slnl—2 en valeurs que nNous connaissons :

On saltquez T
3 4

12
m T
DonCCOS—: CO$——— | = COS— CGS"‘ S‘l‘H .
12 {3 4) 3 7Y
Coszzli ££ \/_2+\/_3\/_2
12 2 2 2
cos£=\/§+\/ES
12 4
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i /i VA
SIN—=SIN ——— (= SIN— .CO0S-— COS SHh
12 (3 4) 3 4
S|n£_§ Q _1_2:\/_6_\/_2
12 2 2 22 4

3. Formules de duplication

] sinZa= 2.sim .cos

Pour retrouver la formule :
sin2a = sin@+ a)= sina.cost+ co8 .SiE

cosa= coséd—- sind

Pour retrouver la formule :
cosA= cos§+a F cosa .cog~ sSia .se- Cc0o&2 S

cosAa= 1} 2sina
cosAa= 2coséd-

carsinZa+ cosa=

4. Formules de linéarisation

) 1-cosa
sinla=———

+
coshzl cosa

Pour retrouver les formules :

1-cosa
2
cosa+ ]

cosA= 1} 2sind donc2sin@a=1- cosa donc sinZa=

cosA= 2cosd—- donc2cosa= cosd+ donccosa=
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Utilisation de ces formules :

Vid L TT . L
Calculer la valeur exacte dE)Sl—Z et sin— en utilisant les formules de linéarisation.

Solution :

D’apreés les formules de linéarisation, on sait que

T
. 1+ CO{ Pj 1+ COSLT 1+§ 2+\/_3 2+\/§
co§—=——— =%/ donc co¥— = 6 _ 2 -2 _
12 2 12 2 2 2 4

De plus, on sait QL@B<1—7; <L2T donc 0051—7; > (. On peut « passer sous la racine » I'égalité

précédente :

) . TT
Calculons mamtenarstml—2 :

D’apreés les formules de linéarisation, on sait que
u V3 2-43
1-cos 2— i
sin? T = { 12)_1 00%21 2 __ 2 _2-43
12 2 2 2 2 4

De méme, on sait qt(D3<1—7; <7—; doncsinl—z > 0. On peut « passer sous la racine » I'égalité

précédente :
sin/L = V243
12" 2

Autre exemple d'utilisation des formules de linéaaition :
Factoriser les expressions suivantes :

A(X) =1+ cos X+ CcOxX
B(X) =1-cos 2+ sinx

C(X) =1+ cosx+ cos)z(—

D(x) =1+ cosx+ sinx
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Solutions :
D’apreés les formules de linéarisatiod\ x)
Donc A(X) =cosx(2cosx+ 1

=2c0g X+ COX

D’aprés les formules de linéarisatioB(x) = 2sir? 2x+ sinx

Donc B(x) =sin x(2sinx+ 1)

C(x) =1+ cosx+ cos)E: 2ccfs)—(+ ce)é car cosX=————— donc cos%- =
2 2 2 2 2

C(x) = cosf( 1+ 2co§(j
2 2

D(x) =1+ cosx+ sinx= 2co?s§+ six

Or sinx = sin 25 = 2.sin)—( .coé(
2 2 2

1+ cos X X 1+ cosx
2

Donc D(x):200§§+ 2.sin .cod= 2co§ cos st
2 2 2 2 2 2

V. Equations trigonometriques

1. Equation du type cosA(x) = cosB(x)

» Théoréme

CosA (x)= cosB k signifie que B(X)= AX+2kt
ou B(X)=—AX+2kr
aveck JZ
3 ( a+ 2k cos@+ &)= costa+ Xt
a i
0 ! '
_ai

-a+ 2k
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» Exemples d'utilisation du théoréme

Résoudre danb-7z; 77] les équations suivantes :

(1) cosx=C
1
2) cosx=-=
(2) 5
(3) cosx =1
(4) cosX=1
Solutions :
(1) cosx=C

, S, R JT
Cette équation équivaut@sx = cosi.

) Vid T
Donc la solution est(:5+2kn ou x:—5+2kn aveckOZ.

Si on prendk =0 pour se placer darjsz, -7], on obtientx :g ou X= —7—27

Donc S= {—E;E}
2 2
1
2) cosx=—-=
(2) 5
, . .. X 27T
Cette équation équivaut@sx = cos? .

Donc la solution est(:%T+2kﬂ ou x=—2?n+2k77 aveckOZ.

Si on prendk =0 pour se placer darisr, —77] , on obtientx=2?n ou X = —2?”
Donc S= {_2_”,2_77}

3 3
(3) cosx =1

Cette équation équivaut@sx = cos(.

Donc la solution eskx = 2k/r aveck Z .
Donc x = kir

Pourk=0,onax=0 etpour k=1,onax=7r
Donc S={0;7}
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(4) cosX=1

Cette équation équivaut@s X = cosl|.
Donc la solution es8x = 2k/r aveck 07 .

soit x= 27
3

Pourk=-1, on ax:—z?ﬂ.
Pourk =0, onax=0.
Pourk =1, on ax:%?.

Donc S= {—Z—H; 0;2—”}
3 3

2. Equation du type sinA(x) = sin B(x)

> Théoréme

sinA(x)=sinB(x) signifie que

B(x) = AX+2kr

ou B(X)=m— AX+2krt
aveck JZ
T—a+ 2Kkt a+ 2kiT
""""" | [r-a -
2 . T
0 |

» Exemples d'utilisation du théoréme

Résoudre danb-7z; 77] les équations suivantes :

(1) sinx=0
(2) sin2x=1

) 1
3) sinXx==
(3) 5
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Solutions :

(1) sinx=0 équivaut ainx=sinC

Donc, d’apres le théoreme précédent; 0+ 2k ou x=77-0+ 2kir

On obtienx =2kt ou x =7+ 2kmr= (2k+ 1)

Sik=0,0nax=0 ou x=7m7
Sik=1,onax=2m ou x=3rr
Sik=2,0nax=4m ou x=5ri

La solution de I'équation est donc= k7, et dans]-7; 77] on aS={0; 7}

(2) sin 2x= 1 équivaut asin 2x = sin’_ZT
On obtient2x :7—2T+ 2k ou 2x = ;7-’_27+ 2kﬂ=L2T+ 2kt
Donc x:%+ kit

Dans|-m 71l onaS= {_7;_

(3) Sin3x=% équivaut asin 3x = sing

On obtient3x _E+ 2kr ou 3x= ﬂ—g + 2k = 5—g+ 2kir

Soit x=£+gkn ou x:5—ﬂ+—2kn
18 3 18

3
Sik=0,0n ax=£ ou x=5—n
18 18
Sik=1,o0n ax:iT ou x:@
18 18
Sik=-1, on ax=—1 ou x:—7—ﬂ

18

18
Dans]-77] on as= { Wr _7m m 51 131 171}

1818 18 18 18§
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VI. Variations et représentations graphiques des factions sinus et
cosinus

1. Fonction sinus
On posef (x) =sinx
L’ensemble de définition deestD, =R

> Propriétés particulieres de la fonction :

On sait quesin(=x)=-sinx donc f(-x)=-1f(X)
La fonction sinus esimpaire, sa courbe est donc symeétrique par rapport aylioei

On sait également quen(x) = sin(x+ 27)
La fonction sinus egiériodique, de période2sr.

Il est donc suffisant d’étudier la fonction s{l!Dr, 77] pour avoir toute la courbe. Il faudra
ensuite effectuer une symétrie par rapport a lingget des translations de vecteuksz2.

> Dérivée de la fonction :

Si f(x) =sinx, alors f'(x) = cosx

» Tableau de variation :

T
X 0 — T
2
f'(x) = cosx + ' 0 -
1
0 | 0
ST pgriode =2 [T LI >
.23/—\159 4150 6282
4
Représentation graphigue de la fonctibfx) = sin x
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2. Fonction cosinus
On posef (x) = cosx
L’'ensemble de définition deestD, =R
> Propriétés particulieres de la fonction :
On sait quecosx )= cox donc f(-x)= f(X)

La fonction cosinus egtaire, sa courbe est donc symétrique par rapport a Hase
ordonnées.

On sait également queps(x )= cosk+ 2r
La fonction cosinus egtériodique, de période2rr.

Il est donc suffisant d’étudier la fonction s{l!Dr, 77] pour avoir toute la courbe. Il faudra
ensuite effectuer une symétrie par rapport a ldeeordonnées et des translations de vecteurs

k7T .

> Dérivée de la fonction :

Si f(x) =cosx, alors f'(x) =—sinx

» Tableau de variation :

X 0

f'(x) =—-sinx

f (X) = cosx

période =277

-G.28318 -3.14158 34159 G283

e

Représentation graphiqgue de la fonctibfx) = cosx
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