Polyndmes

Petits rappels importants :

(a+b)® =a’+3a%+ 3ab2+b°
(a-b)® =a’-3a%+ Zb2-b®
az—b2=(a-b)(a+b)
a’-b*®=(a-b)(a2+ab+b?)
a®+b®=(a+b)(a2—ab+b?)

|. La fonction polynbme

1. Définition :

Une fonction polyndme est une fonction définie Buat pour laquellef (x) est de la forme
suivante :

Exemples :
f(xX)=x2-3x+1

f(x)=x°—/3x°-8
f(x)=x*

é Certaines fonctions ressemblent a des polyndmeésnien sont pas :

1
f(X)=x2+ 2x+/x+2  carJx =x? n'est pas de la forme€ avecn entier.

x2-1

f(x)= 1

Icion a f(x) :&()Yl) =x+1 pourx#1, donc f n'est pas définie sur R !
X_

2. Le polynéme nul :

Si f(x) =0 pour toutx, la fonction f est le polynéme nul.
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Théoreme :

Soit f(x)=a x"+a, X" +....+ax+a,

Si f(x) =0 pour toutx, alorson a:

& |l ne faut pas confondre le polynéme nul, qui vwjuelque soik (IR et un polyndme qui
prend la valeur O pour une valeur gdonné.

Par exemple : soif (x) =x2+x,ona f(x)=0 si x=-1, mais f(x) n’est pas le polynéme
nul (par exemplé (2) = 6) !

3. Unicité de I'écriture d’'un polynéme :

Théoréme :
L’écriture d’un polyndme sous la formex" +a, X" +....+ax+a, (aveca, #0,
a,,a,,......a; &, des nombres réels atun entier) est unique

a,,a,,......a; &, sont appelés les coefficients.

nest le degré du polynéme.
L’écriture ci-dessus est la forme réduite, ordonsifigant les puissances décroissantes de

Exemples :
f(X) =x2-3x+1 est un polyndme de degré 2.

f(X)=x" estun polyndme de degré 7.
f(x) = x*-3x>+x2+x+1 estun polyndme de degré 4.

Remarques :
Une fonction polyndme de degré 1 est une fonctfonea: f(x) =ax+a,

Un polyndme de degreé 0 est une constartéx) = a,

4. Egalité de deux fonctions polynémes :

Deux fonctions polyndmes sont égales si et seulematies ont le méme degré et si leurs
coefficients dans I'écriture réduite ordonnée sgaux.
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Si pour toutx de Rona a,x"+a, X"+
alors on peut en déduire que :

— n n-1
+tax+ta,=bx"+h_Xx""+...+bXx+b,

a, =h,
aﬁ—l = bn—l
a =b
8 =D,
Exemples : Déterminera,b,c tels que, pour toux de R, on ait :
x*+3x2-x—-3= (x—1)@x2+bx+c)
Solution :

x> +3x2—-x-3= (x— 1)@x+bx+c)

X2 +3x2-x—-3=ax®+bx2+cx—ax2-hbx-c

x> +3x2-x-3=ax’+ p-a)x2+ C-b)x—c pourtouk de |

. o : Ly b-a
D’aprés le théoréme si dessus, on en déduit que :

Donc que :

a=1

b-1=3 doncb=4
c=3

Autre question :

Solution :

a=1
c-b
-c=-3

en déduire la résolution de I'équatigt+ 3x2-x-3=0

On avu que x> +3x2-x—-3= X- 1)K+ &+ 3
x* +3x2—x— 3= 0 équivaut donc x—-1)(x2+ 4x+ 3)= 0

Onadonc:
x=1=0 ou X+2x4 =3 0
Xx=1 ou A= 316x4=3 =4 22
—4+2 -4-2
X= ou X=
2 2
x=-1 ou X=-

Donc S ={-3;-1;1}

Exemple :Déterminera,b,c tels que, pour toux de R, on ait :
x* +3x—2= (x2+ 1)@x 2+ bx+c)
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Solution :
(x2+1)(@x2+bx+c)=ax* +bx> +cx2+ax2+bx+c

(x2+1)(ax2+bx+c)=ax’ +bx’+ (c+a)x2+bx+c

Pour quex® +3x—2=ax* +bx®+ (c+a)x2+bx+c pour toutx de R, il faut que :
a=1
b=0
c+a=0
b=3
c=-2
b=0 etb= Z:impossible ! Il n'y a donc pas de solution !

2y —
Exemple : f(X) _2XmX=5
X-2
Déterminera,b,c tels que, pour toux# 2 de R, on ait :f (x) = ax+b+L2
X_

Solution :

Notons g(x) = ax+b+L
X—2

g(x) = (ax+b)(x—-2)+c

X—=2
_ax2-2ax+bx-2b+c
g(x) =
X—2
ax2+(b-2a)x—2b+c
g(x) =2+ (b-2a)
X—2

Pour quef (x) = g(x) pour toutx# 2 de R, il faut que :
2x2—x—-5=ax?+ b—- 2a x— d+c pour toutx de R
Donc il faut que :

a=2 a=2
b-2a=-1 = b=-1+2a=-1+ 4= :
-2b+c=-5 c=-5+2=-5+6=1
2—y—
Donc ZX—XS: 2X + 3+_1
X—2 X=2
x> +2x2+1
Exemple: f(X)=——
ple = £()="—"
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Déterminera,b,c tels que, pour toux # -1 de R, on ait :f (x) = ax2+bx+c+T1
X

Solution :

Notons g(x) = ax2+bx+c+i

X+1
ax2+bx+c)(x+1)+d
g(X):( )(x+1)
X+1
_ax’+bx2+cx+ax2+bx+c+d
g(x) =
X+1
ad+(a+b)x2+(b+c)x+c+d
g(x) = (a+b)x2+(b+c)
X+1

Pour quef (x) = g(x) pour toutx# -1 de R, il faut que :
X +2x2+1=ax’+ (@a+b)x2+ p+c)x+c+d pour toutx de R

donc il faut que :

a=1 a=1

atb=2 b=2-a=1

b+c=0 c=0-b=-1

ct+td=1 d=1-c=2

Doncziigzzi}:x2+x—l+_ji
X+1 x+1

Il. Opérations sur les fonctions polyndomes :

1. Somme:

Soit f et g deux fonctions polynémes, la fonctidn+ g est définie par
(f+9)(x)=f(x)+g(x), et f +gest une fonction polynébme.

Exemple :

f(X)=x"+3x-2 et g(x)=x>+3x+2
(f+9)(x) = f(x)+9(x)

(f +9)(X) =x*+x>+6x
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f(x) =3x>+x2-x (degré 3) et g(x) =-3x*>+2x+ 2 (degré 3)

(f +9)(¥) = f(x)+9(x)
(f +9)(X) =x2+x+2 (degré 2)

Degré de la somme de deux polyndmes :

Si le degré dé est supérieur au degré glealors le degré dé + g est le plus fort des deux
degrés.

Sidegré dd est égal au degré de alors le degré dé + g est inférieur ou égal au degré de
f ou deg.

2. Produit de deux polynémes :

Soit f etgdeux fonctions polyndmes, la fonction polynéfgest définie par :
(fg)(x) = f(X)xg(x) pour toutx de F

Exemple :

f(x) =x*+3x—-2 (degré 4) et g(x) =x>+3x+2 (degré 3)
(fg)(x) = f(x)xg(x)

(fg)(X) = (x* +3x—2)x (x> + 3+ 2)

(fg)(X) =x" +3x°+ 2x* + X'+ K2+ &— X°- &- 4
(fg)(X) =x" +3x°+5x* - 2X°+ X 4 (degré 7=3 +

Degré du Produit de deux polynémes :

degré(fg) = degré(f ) + degré@)

3. Quotient de deux polyndémes :

é Le quotient de deux polynédmes n’est en généralipgslynéme mais une fonction
rationnelle.

(ij(x) :M aveq(x) # 0 (sinon, le quotient n’existe pas)
g 9(x)
Exemple: f(X)=x*+3x2-2et g(x)=x2-1

f X +3x2-2 T _ : -
(Ej(x)——xz_l avecD[;) =]~c0; O]%+eo[ car il faut quexz—1# 0
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I1l. Racine et factorisation d’'un polynébme :

1. Racine d’'un polynéme :

Définition :
On appellea racine du polynéme P $(a) =0

Exemple :
P(x) = 3x% — 2x2— X+ 1
Démontrer que 1 est racine &e

Solution :
Cela revient donc a démontrer gB€l) =0

Il faut donc calculeP(1) :
P1)=3-2-2+1=(
a est bien une racine du polynérie

2. Polynéme factorisable :

Dire gu’un polyndmé(x) est factorisable signifie qu’il existe deux polynésR(x) etQ(x) de
degré supérieur ou égal a 1 tels que :

P(x) = R(X)xQ(x)

Exemple :
P(x) —3x2— 4x — 1 est factorisable car :

P(x) = (—x-1)(3x+ 1)

3. Factorisation d’'un polynéme parx—a:

Théoremesmportants:

SiP(x) est factorisable pax—a, alorsa est une racine dB(x).

Si a est une racine dB(x), alors P(x) est factorisable pax—a .

On peut écrire ces deux théorémes comme suit :

P(x) est factorisable pax—a o P(a)=0
Démonstration :

SiP(x) est factorisable pax—a, alors il existe un polyndm@(x) tel que :
P(X) =(x—a)Q(x) doncP(a)=(a-a)Q(a)=0
a est une racine dB(x).
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Démonstration de la réciproquepour un polyndme de degré 3 :
Soit P(x) =ax® +bx2+cx+d tel queP(a) =0 (a est une racine dB(x))

P(a)=aa®+ba?+ca+d =0

P(x)-P(a) =a(x* -a®)+b(x2—a?)+c(x-a)

P(X)-P(a) =a(x—a)(x¢+xa +a?+b(x—-a)x+a)+c(x—a)
P(X)-P(a) =(x—a)(a(x2+xa +a?)+b(x+a)+c)

Or P(a) =0 doncP(x)—-P(a)=P(x)
Donc P(x) est factorisable pax—a .

4. Exemples de factorisation d’'un polynéme

Méthode des coefficients indéterminés :

Commencgons par un exemple :
P(x) = 3x® — 4x2— X+ 2
Démontrer queP(x) est factorisable pafx —2) et faire la factorisation.

CalculonsP(2) :
P(2)=3x2-4x22- X 2= 2= 24 16 6 2
Donc 2 est racine dB(x), P(x) est donc factorisable pac-2).

Soienta, b, ctrois réels, on peut écrifgx) sous la forme :
P(x) = (x—2)(ax2+bx+c)

P(x) = ax® +bx2+ cx — 2ax2—- x—- X
P(x) =ax®+(b—-2a)x2+ (c- Db)x- X

Onadonc:
A

., =  b=-4r;a=2
¢ B c=-3+2b=1
-2c=-2

Donc P(X) =3x* - 4x2- X+ 2= k- 2)(X &+ X+ 1

Autre exemple :
P(x) = —2x° - 3x2+ 1x + ¢
Démontrer queP(x) est factorisable paix + 3) et faire la factorisation.

& Si P(x)est factorisable pax +3), cela signifie que 3est racine deP(x).
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P(-8)=-2(-27)- 3 9+ 10¢ 3}
P(-3) = 54~ 27- 30+ 3
P(-3)=0

Donc -3 est racine dB(X), le polynbme est factorisable par+3).
Soienta, b, ctrois réels, on peut écrifgx) sous la forme :

P(x) = (x+3)(ax2+bx+c)

P(x) = ax® +bx2+ cx + 3ax2+ Dx+ 3

P(x) =ax’+(b+3a)x2+ (c+ D)X+ X

Autre méthode :

En réalité, il est facile de trouver directemerdt cpar cette méthode et il est inutile de les
calculer.aest le coefficient devamt qui a la plus haute puissance (ici -2)cetst en réalité la
constante divisé par 'inverse de la racine (iciQ calcule seulemett.

Il existe un réebtel que :

P(x) = —2x> —3x2+ 1+ 3= K+ 3)¢ X Fbx+ 1
Cette méthode sert a gagner un peu de temps é@eads calculeraet c. Vous n’étes pas
obligé de I'utiliser si vous la trouvez trop diffie. ..

Dernier exemple :
P(x) = 2x> + 5x2—-x—1
Démontrer queP(x) est factorisable pai2x —1) et faire la factorisation.

Remarquez que(2x-1)= 2(x—%}
P(lj = 2(1’) + 5(1’) __1— 1= _1+_5__2__4: 0
2 8 4) 2 4 4 4 4
1 : R . 1 .
DoncE est racine dd°(x). Le polyndme est factorisable p@(—z) , donc aussi par
2(x—%), donc aussi paf2x-1).

Soienta, b, ctrois réels, on peut écrifgx) sous la forme :P(x) = (2x—1)(@x3+bx+c)
Or P(x) = 2x* + 5x2- x— 1, donc on peut conclure directement guel etc=1.

On cherchébtel que :

P(x) = (2x—-1)(x2+bx + 1)

P(x) = 2x% + 20x2+ 2x— x2-bx— 1

P(x) =2x*+ (2o - 1)x2+ (2-b X~ 1

Donc 2b-1=5

Doncb=3

P(x) =2x*+5x2-x—1= (X—- Dk 2+ X+ 1
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Méthode par division de

polyndmes :

1*" exemple :

P(X) = 2x* - 7x2- 1 — 2C

Démontrer queP(x) est factorisable pafx —5) et faire la factorisation.

P(5) = 250- 175~ 55 2
P(5)=0

5 est racine, dorfe(x) est factorisable p&k—5).

Divisons le polynéme pafx—5) :

1% étape :

23— 7x2- 1 - 2C

~(2x° -10x2)

2éme

étape :

3x2-11x- 2C

2x° = Tx2- 1K - 2(

~(2x° -10x?)

3Métape :

3x2— 11— 2C
~(3x2-15)

4x—- 20

23— 7x2—- 1 - 2C

—(2x° -10x2)

Donc 2x3 - Tx2—-1X- 20= k- 5)(X * 8+ 4

2eme exemple :

P(x) = 3x® — 4x2— X - 2

3x2—11x- 2C
~(3x2-15)

4x—20
~(4x - 20)

0

2x2

X=5

X-5

2x2+ 3+ 4

2X2+ 3X

Démontrer qu®(x) est factorisable paix — 2) et faire la factorisation en divisadfx) par

(x=-2).

P(2)=24-16- 6- 2= (
P(x) est donc factorisable

pac-2) .
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3% - 4x2- X - 2 X—2
—(3x* - 6x2) 3x2+ 2x+1
2x2-3- 2
—(2x2-4x)
X—2
—(x-2)
0

Donc  3x®-4x2-X- 2= k- 2)(X % X+ 1

5. Factorisation par (X—a;)(X—a,)(X—a)...

Théoreme :

Si a,,a,,a, sont des racines distincteskl),
alors P(x) est factorisable pafx-a,)(x-a,)(x-a,)

Exemple :

P(x) = 2x* — 2x® - 3x2-x- 2

Démontrer queP(x) est factorisable pafx+1)(x— 2), puis faire la factorisation par division
successives de polyndmes.

Solution :

P(-1)=2+2-3+1-2=0
P(2)=32-16- 12 2 Z= |

-1 et 2 sont racines, dorR(x) est factorisable pafx+1)(x—2).

2x* = 2x° = X 2-x—- 2 x+1
~(2x*+2¢) 2x* - dx2+x-2 | X2
—4%° = 3x2— X~ 2 —(2x% - 4x2) 2x2+1
—(4x° - 4x?) 0+x-2
X2—x—2 —(x=2)
—(x2+x) 0
-2x-2
—-(2x-2)
0

Donc 2x* - 2x° - X 2-x— 2= K+ k- 2)(X * 1
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6. Nombre maximum de racines d’un polynéme :

Tout polyndme de degré n (n entier) admet au phaimes.

V. Quelgues applications des polynémes :

1. Fonctions rationnelles :

Rappel : Une fonction rationnelle est un quotient de deancfions polynémes.

Exemple :
4x2-1
f(x)=
(x) 2
1 4x2-1

+
X—-2 X+3

F(x) =

Exemples de simplification de fonctions rationnedle

3x*-2x-1
x2-1
Déterminer I'ensemble de définition dgx) puis simplifier parx-1.

f(x)=

Solution :
f(x) existe six2—-1# 0donc six#z1 et x# -1

D; :]_°°; —]{ D]—l;][ 0 ] 1;+oo[

Soit N(x) =3x®—2x—-1 (c’est le numérateur dé(x)).
N(1)=3-2-1= 0 doncN(x) est factorisable pax—1

Il existeb de R tel que :
N(x) = (x-1)(3x2+bx+1)

N(x) = 3x* +bx2+ x— 3x2-bx— 1
N(X) =33 + (b 3)x2+ (1-b X - 1

Doncb-3=0 = b=3

N(x) = (x-1)(3x2+ X+ 1)

X) = (Xx=D(3x2+ X+ 1)
x2-1
X) = (Xx=D(3x2+ X+ 1)
(x=1D(x+1)

f(
f(
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X2+ 3X+1
X+1

fF(x) =

Autre exemple :

3P+ x-2
f(X) T oAl

Déterminer I'ensemble de définition dgx) puis simplifier parx+1.

Solution :
f(x) existe six®+1# 0 donc six# -1

D, =]-o0;=1[ O]-1:+0o]

Soit N(X) =3x* +x— 2
N(-1)=3-1-2=0
donc N(x) est factorisable pax+1

N(x) =(x+1)(3x- 2)

F(x) = (x+11(3x— 2)
X +1

(x+1)(3x - 2)

f(x)=
(x+D)(x2—x+1)
_ 3Xx-2
)= e

Transformation d’écriture de fonctions rationnelles

Exemple :
4x-5
f(X)=———
9 X2—=X-2

Déterminez les réelaet btels que pour touk de I'ensemble de définition dé&, on ait :

f(x):i+i
X-2 x+1

Solution :
f (X) existe six2—x—2# 0 soitsixz -1 et x# 2

Donc Df =R—-{-1;2} (=tout R sauf-1 et 2)
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a b
Notons =t —
9(x) X—=2 Xx+1
:a(x—2)+b(x+l)
(x=2)(x+1)
at+b)x+a-2b
g(x ={2*D)
X2—X—-2

Pour queg(x) = f (x) pour toutxde Df , il faut donc que :
atb=4 a=4-b

=
a-2b=-5 a-20=4-b-2=4- H=-F

g(x)

Autre exemple :
2 —
F(x) = 2x2-5x— 2
X—3
Df =R-{3}
Déterminez les réelg,bet ctels que pour touk de Df , on ait :

f(x) = ax+b+—2

Solution :
Soit g(x) = ax+b+——
X—-3

ax(x—3)+b(x-3)+c

x-3
axt+(b-3a)x—db+c
g( =2 0=%)

X—3

Pour queg(x) = f (x) pour toutxde Df , il faut donc que :
a=2 a=2
b-3a=-5 = b=1
c-3b=-2 c=1

9(x) =

Donc f (x) :2x+1+i3 pour toutxde Df .
X_

2. Exemples d’'inéquations de degré supérieur a 2 :

253 + 32+ 2 — 1

Résoudre >-1
X2—X—6
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23+ 3x2+ X - I+ x = x- 6

X2—X—-6

2x3 + 4x2+ x — 7.
X2—x—-6

0

0

1 est racine du numérateur donc celui-ci est fesable parx-1

2x% + 4x2+ x— 7= (x— 1)fx 2 bx+c)

2X% + 4x2+ X— 7= (X— 1)(X 2 bx+ 7)

2X° +4x2+ X— 7= 2+ p— 2Kk % (Fb X+ -

Pour que les 2 membres soient égaux, il faut que :

b-2=4 N b=6
7-b=1

Donc2x® + 3x2+ X—1= k— 1)(X &+ &+ 7

L’inéquation est donc équivalente a :

— 2
(x=1)(2x2+ 6x + 7)20
X2—X—6
Factorisons le dénominatet— x— 6 en cherchant les racines :
A=1-4x(-6)= 25= 5
':1;5:3 etx":l;sz—;
2
Donc x2—=x-6=(x—3)(x+ 2)

— 2
L’inéquation devient :(X D(2xe+ e+ 7)2 0
(x=3)(x+2)

Pour résoudre cette inéquation, il faut en caldelsigne. Il faut calculer séparément le signe
de chacune des expressions entre parentheses :

Signe de2x2+ 6x+ 7 : A=36—-8x 7< 0 I'expression est toujours positive.

X — 00 -2 1 3 + o0
x-1 - - 0 + +
2X2+ 6x+ 7 + + + +
x=3 - - - 0 +
X+2 - 0 + + +
(x=1)(2x2+ &x+ 7) N N
(x=3)(x+2) )

La solution est : S=]-2;1 0] 3;+w]
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